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ANILLOS DE DIVISION

por~

Marfa J. WONENBURGER

INTRODUCCION

Este articulo tiene por objeto presentar algunos resultados de la
teoria de amillos de divisién y ofrecer al lector una descripcién de las
contribuciones de diversos autores que han ideado métodos para la
construccion de ejemplos de cuerpos no conmutativos.

Los nimeros entre corchetes se refieren a la bibliografia que aparece
al final en la que se da la referencia de los libros o articulos en los que
el lector puede encontrar las construcciones mencionadas en el texto.
La lectura de tales articulos no presenta grandes dificultades. Para un
estudio completo se puede consultar, por ejemplo, el capitulo sobre
anillos de division del libro de N. Jacobson, Structure of rings.

§ 1. Anullos de divisién

Se dice que un anillo asociativo R es un anillo de division, st

a) R contiene un elemento umdad distinto de cero, que llama-
remos 1, y

b) Todo elemento de R distinto de cero posee un inverso a la dere-
cha. Es decir, para todo a 540, a<R, existe un elermento que designa-
remos por a—?!, a—R, tal que

aa—* = 1.

Se comprueba inmediatamente que a—'¢ = 1. Pues sea (a—1)—1 el
nverso de a—!, entonces, se verifica

a=a-1l=alaHa")"] = (ag—?) (a~})~! = (a—1)—?
y, por tanto,
a—'a =1,

Ld razon del nombre «anillo de divisidon» aparecera mds claramente
si adoptamos la siguiente definicidn que, segun el lector podra com-
probar, es equivalente a la primera:
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Un anillo asociativo R se dice que es un amllo de divisién si

i) contiene un elemento distinto de cero, y

ii) dados dos elementos cualesquiera a, beR, s1 a == 0, existen ele-
mentos z, yeR que safisfacen las ecuaciones

Notese que en esta definicién no es necesario postular que R con-
tiene un elemento umdad, simno que la existencia de un elemento unidad
es una consecuencia de la definicion. S1 no impusiéramos la condicidon
de que el anillo posee un elemento distinto de cero, el anillo que contiene
unicamente el elemento cero resultaria un anillo de divisién y es conve-
niente no considerar tal anillo como anillo de division.

Cuando el anillo de division R es conmutativo se suele decir que R
es un cuerpo; en caso de que R no sea conmutativo se emplea tambien
la expresion: cuerpo na conmutativo. En el presente articulo usaremos
el térmimo cuerpo para designar un anillo de division conmutativo;
cuerpo no conmutativo para indicar un anillo de divisién no conmuta-
tivo y cuando hablemos de un anillo de divisién entenderemos que puede
ser conmutativo o no conmutativo.

Los ejemplos mas conocidos de cuerpos son el cuerpo de los nimeros
racionales, los nimeros algebraicos, los numeros reales, los complejos
y el cuerpo de nimeros p-adicos. Cada uno de estos cuerpos contiene
un subcuerpo 1somorfo al cuerpo de los numeros racionales Q, pero este
iltimo no contiene ningun subecuerpo propio, es dectr, ningun subcon-
Junto de Q, distinto de Q, forma un cuerpo. Quiza resulte conveniente
recordar, que, cuando se habla de un amillo de divisién no se hace refe-
rencia sumplemente al conjunto de sus elementos, sino a dicho conjunto
con las correspondientes operaciones de suma y multiplicacién defimda-
entre sus elementos.

Puesto que el cuerpo de los numeros racionales contiene un numero
mfimto de elementos, més exactamente, una infimidad numerable,
todos los ejemplos arriba mencionados poseen una infinidad, numerable
o no numerable, de elementos. Pero existen tambien cuerpos con un
numero finito de elementos; tales cuerpos reciben el nombre de cuerpos
finitos o cuerpos de Galois. El ejemplo mdas sencillo de cuerpo con un
numero finito de elementos es el cuerpo conteniendo p elementos, donde
p es un numero primo cualquiera; tal cuerpo Fp es 1somorfo al conjunto
de las clases de restos de los numeros enteros médulos p, con las defim-
ciones ordinarias de suma y multiplicacion. Todo cuerpo con un numero
fimito de elementos contiene un subcuerpo 1somorfo a Fp y se demuestra
facilmente que el nimero de elementos de un cuerpo de Galois es la
potencia de un numero primo p. Inversamentg, st N = pr, n un entero
positivo, existe un cuerpo que contiene exactamente N elementos y
todos los cuerpos que contienen exactamente N elementos son 1somorfos
entre si. En otros términos, un cuerpo de Galois est4d completamente
defimido salvo 1somorfismo por su numero de elementos.
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§ 2. Cuerpos no conmulivos

El primer ejemplo de cuetpo no conmutivo fue construido hace
unos clen afos por el matematico irlandés Sir W. R. Hamilton. Este
es el cuerpo no conmutativo de los cuaternios, que suponemos conocido
por el lector. Recordemos sumplemente que si R es el cuerpo de los nu-
meros reales el cuerpo de los cuaternios esta constituido por el conjunto.
de elementos de la forma

a = a + i + oapf 4 agk,

donde oy, a5, ®y, xgR Y 1, j, k son tres elementos que conmutan con
todos los elementos de R y cuya tabla de multiplicacion ésta definida
por las 1gualdades siguientes:

P=p=k=—]1;ij=—pn=k;jk=—k=1i;k=-—ithk=]
St calculamos el producto de a Y@ = oy — 0,0 — &g — it obtenemos
aqd = o + o4 + @ + a® = § = N(a)

y N(a) = 0 unicamente cuando o, = &, = @, = o = 0, es declr, cuan-
do a = 0. Por tanto s1a £ 0, N{a) £ 0, (N(a))—*existe y (N(a))—l'a = g1,

Podriamos mtentar construir cuaternios sobre un cuerpo de Galos,
pero nuestra construcciéon no puede conducirnos a un anilo de division,
pues el numero de elementos distintos de la forma a, + ol + aaf + gk
que obtendriamos, suponiendo que los elementos «, pertenecen a un
cuerpo de Galois con N = pn elementos, seria pt y a principios de este
siglo J. H. M. Wedderburn demostré que todo anillo de divisién con un
nimero finito de elementos es necesariamente conmutativo (véase [8]).
En otras palabras, si un amllo de division D posee s6lo un nimero
fimto de elementos, D es un cuerpo de Galois.

Naturalmente el significado del teorema de Wedderburn es mas
general que el hecho de que no podemos construir un cuerpo no conmu-
tativo de cuaternios sobre un cuerpo de Galois. Existen generalizaclo-
nes del resultado de Wedderburn, esto es, teoremas que afirman que
cuando un amllo de divisién satisface ciertas condiciones es un cuerpo;
en particular estas condiciones son cumplidas por todos los anillos de
divisién con un numero finito de elementos.

Con el fin de describir algunos resultados de la teoria de cuerpos
no conmutativos, necesitamos introducir algunas definiciones. Estas
definiciones se pueden exiender a un anillo asociativo cualquiera vy,
por ello, las presentamos en su forma mas general.

Sea A un anillo asociativo cualquiera, el subconjunto C de elementos
de A que conmutan con cada uno de los elementos de A recibe el nom-
bre de centro de A. En simbolos.

C=1l¢ ca=ac , asA] ,

Se comprueba inmediatamente que C es un subanillo conmutativo
y, en particular, si A es un anillo de division, su centro C contiene elé-
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mentos distintos de cero, porque el elemento umidad pertenece al cen-
tro, y C es un cuerpo. :

St F es un anillo de divisién contenido en un anillo asociativo A,
tomando como ley de composicién de un elemento feF con un elemento
‘aeA el producto facA, podemos considerar a A como espacio vectorial a
la izquierda sobre F. Definimos la dimensién a la 1zquierda de A sobre
F, [A:F}, como la dimensién de A considerado como espacio vecto-
ral a la izquierda sobre F. Analogamente, A puede ser considerado
como espacio vectorial a la derecha sobre F y definiremos [A:Fla
como la dimensiéon de A como espacio vectorial a la derecha sobre F.
S1 F ebta conteriido en el centro de A, la estructura de A como espacio
vectorial a la izquierda sobre el cuerpo F es isomorfa a su estructura
de espacio vectorial a la derecha. En particular si D es un cuerpo no
conmutativo y C es su centro, llamaremos dimensién de D sobre su
centro a [D : C], = [D : Clq¢, que denotaremos simplemente por [D : C].
Cuando la dimensién [D : C] es finita se dice que D es una extension
finita de C.

En el ejemplo de los cuaternios el centro es el conjunto de elementos
de la forma « + 0i + of + ok que suelen representarse simplemente
por «. 'El centro es, pues, isgmorfo al cuerpo de los numeros reales y la
dimensién del cuerpo no conmutativo de cuaternios sobre su centro es
cuatro y de ahi su nombre.

En general, si E es un anillo de division contenido en el Cuerpo no
conmutativo D, necesitamos imponer ciertas condiciones para poder
demostrar que [D: E], = [D : E]q. Aunque fodavia no ha sido publi-
cado, parece ser que se ha construido un ejemplo de cuerpo no conmu-
tativo D, conteniendo un anillo de divisién E tal que [D:E], =2,
pero [D:Elg = oo.

A principios de este siglo, L.~E. Dickson indicé una forma de cons-
truir un anillo extensién finita de un cuerpo y dio un ejemplo en que el
anillo asf obtenido es un cuerpo no conmutativo. La no conmutatividad
es una consecuencia de la construccion vy Wedderburn establecié la
condicién necesaria y suficiente para que los anillos asi construidos fue-
sen cuerpos no conmutativos. Estos resultados y las referencias a los
articulos originales se pueden encontrar en [1] apéndice 1.

S1 b es un elemento de un amillo asociativo R con umidad Yy b posee
un inverso en R, es decir, existe un elemento b—! tal que b—b=bb—1=1,
la transformacién o definida por

¢ =b-1¢ch

es un automorfismo de R. Si b no pertenece al centro de R, o es un
automorfismo distinto del automorfismo 1déntico. Los automorfismos
asi definidos se llaman automorfismos mteriores. Resulta claro que todo
automorfismo interior deja invariantes los elementos del centro Y que
los automorfismos interiores forman un grupo.

Para los cuerpos no conmutativos D de dimensién finita sobre su
centro se han demostrado los dos teoremas siguientes:
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I) La dimension de D sobre su centro C es un cuadrado. Esto es
[D:C] = n?

1I) Todo automorfismo de D que deja imvariantes los elementos
del centro es un automorfismo interior.

Pasemos ahora a considerar cuerpos no conmutativos de dimensi6n
infinita sobre su centro. Un ejemplo de cuerpo no conmutativo con
esta propiedad fue dado por D. Hilbert en [2], £ 33. En dicho ejemplo
todo elemento del cuerpo no conmutativo D que no pertenece al cen-
tro C, es un elemento transcendente sobre C. En otras palabras, los
elementos que no pertenecen al centro no anulan ningun polinomio con
coeficientes en C. En 1931, G. Koethe publicé un articulo, {4], conte-
niendo ejemplos de cuerpos no conmutativos E de dimension infinita
sobre su centro C, en que todo elemento de E anula un certo polinomio
con coeficientes en C. Expresado en otra forma, el cuerpo no conmuta-
t1vo E es algebraico sobre su centro.

No resulta dificl construr cuerpos no conmutatives de dimensién
infinita sobre su centro G y contemtendo elementos algebraicos o, ae/C Yy
elementos transcendentes sobre C. Para la construccion de ejemplos de
cuerpos no conmutativos son muy utiles los resultados de O. Ore en
relaciéon con el sigulente problema:

4Es posible sumergir un anillo asociativo R sm divisores de cero en
un anillo de division?: :

Cuando R es asociativo siempre es posible sumergirlo en un cuerpo
minimo. Tal cuerpo consiste solamente de los elementos de Ry los
«coclentesy de dichos elementos. Si1 R es no conmutativo tendremos que
distanguir entre el cociente a la derecha « de b dividido por ¢, esto es,
b = cz y el cociente a la 1zquierda y, b = ye. 51 R es un amllo no con-
mutativo sm divisores de cero diremos que el cuerpo no conmutativo D,
es un cuerpo de cocientes a la 1zquierda respecto de R, si todo elemento
z de D es de la forma ba-1, b, acR, o lo que es lo mismo b = za. El cuer-
po de cocientes a la derecha se define analogamente, siendo ahora

T = a-b, a, beR.

4

Ore demostré en [6] que un anillo asociativo sin divisores de cero
posee un cuerpo de cocientes a la 1zquierda cuando, y s6lo cuando, dos
elementos cualesquiera a,beR poseen un multiplo comin a la derecha,
es decir, ab, = ba,, donde b, a,cR. Existe un resultado dual intercam-
biando los términos derecha e 1zquierda. En este mismo articulo se
halla un ejemplo de un anillo especial sin divisores de cero, en el cual
no es cierto que dos elementos cualesquiera poseen un multiplo comun
a la derecha o a la izquierda, sin embargo, dicho anillo esta contemdo
en un cuerpo no conmutativo, el cual, naturalmente, no es un cuerpo
de cocientes. Fl anillo es especial porque solo cumple la ley distributiva
a la derecha (¢ + bjc = ac -+ be, pero, en general, ¢(a + b) == ca + cb.

En [7], Ore estudia construcciones de amllos asociativos no conmu-
tativos, s divisores de cero ,en los cuales dos elementos cualesquiera
poseen un multiplo comun a la 1zquierda y, por tanto, pueden ser su-
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mergidos en un cuerpo de cocientes a la derecha. Sin embargo, en [8],
A. Malcev demostré6 mediante un ingenioso ejemplo que no todo anillo
asociativo sin divisiones de cero puede ser sumergido en un anillo de
division.
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